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Δραστηριότητες µετο 5Κκεϊςημραςά 
(Ο σύνδεσμος γιατο αρχείο .ρορ ΕΔΩ) 
Δίδονται δύο σηµεία Ο1 και Ο2, που απέχουν απόσταση 2α. Να βρεθεί ο Γ.Τ.των σηµείων Μ: (ΜΟι1)(ΜΟ;)]Ξα2. 
(Δημνίσκοςτου Μπερνούλι) 


1. Κυλιόµενος κύκλος 


Στον κυλιόµενο κύκλο επί ευθείας͵ να φέρετε ένα ευθ. τµήµα που να έχει αρχή το κέντρο του κύκλου και 
τέλος ένα σηµείο έξω απὀ τον κύκλο. Καθώς κυλίεται ο κύκλος, ένα σηµείο του τμήματος είναι µέσα στον 
κύκλο, επίτου κύκλου ή έξω από τον κύκλο, διαγράφονταςτρεις διαφορετικούς Γ.Τ. Να τους βρείτε 
(Απλωμένη, οξεία ή αναδιπλούμενη κυκλοειδής.) 

2. Τετραγωνισμµός κυλιόµενου κύκλου 
Πώς µπορεί να τετραγωνιστεί ένας κυλιόμµενος κύκλος; (σε µια περιστροφή διανύει διάστηµα 2πΗ και 
εμείς θέλουµε χ: χ΄«πβ2) 

3. Ένας ορισµός της έλλειψης, 
Ἐίναι ο εξής: «Έστω κύκλος (Ο;ϱ) και σηµείο Β εντός του κύκλου. Τότε ο γ.τ.των σημείων Μ: (ΜΒ) Ξ δ, όπου 
ὃ η απόσταση του Μ απὀ τον κύκλο, λέγεται έλλειψη µε διευθετούντα κύκλο (Ο,ρ) και µία Εστίατο Β (η 
άλλη είναι το Ο) 

4. Επικυκλοειδής και υποκυκλοειδής. 
Κύκλος κυλίεται επί κύκλου και ένα σηµείο του παράγει την επἰ-κυκλοειδή. Κύκλος κυλίεται µέσα σε κύκλο 
(υπό τον κύκλο) και παράγει την υποκυκλοειδή. 


5, Μεταθλητή που να διατρέχει όλοτο µε διάτρεξη ενός μικρού (ανοικτού) 


διαστήματος 

Θέλουμε, µια μεταβλητή να μεταβάλλεται σε ένα μικρό ευθύγραμμο τµήµα, όµως να διαγράφει όλο το 
Κ . Αυτό, είναι ένα κατασκευαστικό πρόβλημα... εκμεταλλευόμενος την τοπολογική οµοιότητατου [ µε 
οποιοδήποτε ανοικτό διάστηµα, φτιάχνω την παρακάτω κατασκευή -βοηθητικό εργαλείο. Σχεδιάζω τους 
άξονες. Λαμβάνω ευθύγραμμο τµήµα παράλληλο µετον χχ’. Βρίσκω το µέσοντου, κατασκευάζω τον κύκλο 
µε διάμετρο το τµήµα και δουλεύω µε το κάτω ημικύκλιο. Θεωρώ τυχαίο σηµείο Α επίτου ευθυγράµµου 
τµήµατος. Το προβάλω στο ημικύκλιο και µέσω του κέντρου του κύκλου, το προβάλω στην χχ’, στο Β. 
Καθώςτο σηµείο Α διαγράφει το τµήµα (το 

ανοικτό) η τελική του αντιστοίχισητοβ, 

διαγράφειτο Κ. 

ως Η τετµηµένη του Β είναι η μεταβλητή 

µου, που διατρέχειτο Ἐ . Θεωρώντας ωςς π 


την τετµηµένη του Β, να κατασκευάσετε τις 
µονοπαραμετρικής εξισώσεις καμπυλών : ρα 
(α--ο)” «γ΄ -4 

οκ -Ώ)-ε(- 20 

}Ξ2εχ--ο 


Για κάθε κατασκευή να σχεδιάσετε το ίχνος 5) 





του κύκλου της πρὠτης περίπτωσης καιτων 


9 


ευθειών της δεύτερης. 
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6. Η ευθειοποίηση. 
Σταθερό σηµείο Ρ είναι εντός γωνίας χΟΨ. Να αναζητηθούν σηµεία Α και Β επίτων Οχ και ΟψΨ, έτσι 
ώστε το τρίγωνο ΡΑΒ να είναι ελαχίστης περιµέτρου. 1 


7. Η Αντιστροφή ως προς κύκλο. 


Μια απεικόνιση ονομάζεται γενικά αντιστροφή (ο τόνος σε λήγουσα) όταν είναι αντιστρέψιµη και 
ταυτίζεται µε την αντίστροφή της. Η αξονική συμμετρία και η κεντρική συμμετρία είναι δύο 
παραδείγματα αντιστροφώὠν. Υπάρχει µια κλασική αντιστροφή , η «αντιστροφή ὡς προς κύκλο», 
η οποία δημιουργείται ὡς εξής: Έστω κύκλος (Μ,ρ) και Ρ σηµείο εκτός του κύκλου. Η εικόνα του Ρ 
βρίσκεται , αν απὀ το Ρ φέρω µία εφαπτόµενη στον Κύκλο. Στο ορθογώνιο τρίγωνο που ορίζεται 
µε υποτείνουσα την ΜΡ και κάθετες την ακτίνα που καταλήγει στο σηµείο επαφής και στο 
εφαπτόµενο τµήµα , προβάλω την κορυφή της ορθής στην υποτείνουσα το Ρ΄ που είναι η εικόνα 
του Ρ. Ισχύει (ΡΜ)(ΜΡ΄)Ξρ2. Αντιστρόφως,τοΡ΄, απεικονίζεται στοΡ. 

Χρησιμοποιώντας την απόκρυψη, Φτιάξτε µια δυναμική κατασκευή που να έχει τον κύκλο 

αντιστροφής και τα δύο σηµεία (αρχέτυπο, εικόνα) Για να µην είναι «μισή» η κατασκευή, θα πρέπει, 

κάθε εξωτερικό σηµείο του κύκλου να απεικονίζεται σε εσωτερικό, ΑΛΛΑ και κάθε εσωτερικό σε 

εξωτερικό σηµείο. Η Αντιστροφή έχεις ιδιότητες που πρέπει να δείτε: 

α) Είναι απεικόνιση (γιατί;) 1-1 και επίτου  -{ΜΙ-ΣΕ-{ΜΙ 

β) Τα σηµεία του κύκλου αντιστροφής είναι τα µόνα σταθερά σηµεία της αντιστροφής («Σταθερά» 

εννοούμε, τα σηµείατου επιπέδουΧ: ΧΞ {(Χ) 

γ) Μια ευθεία που δεν διέρχεται από το Μ, απεικονίζεται σε Κύκλο που διέρχεται απότο Μ. 

ὃ) ένας κύκλος που διέρχεται απὀ το Μ (χωρίςτο Μ) απεικονίζεται σε ευθεία. 

ε) ένας κύκλος που δεν διέρχεται απὀ το Μ, απεικονίζεται σε κύκλο, που επίσης δεν διέρχεται από το 

Μ. 

στ) Οι ευθείες που διέρχονται απὀ το Μ (χωρίς το Μ) απεικονίζονται στον εαυτότους. 

0 Κάθε κύκλος που τέμνει ορθογώνια τον κύκλο αντιστροφής, απεικονίζεται στον εαυτότου. 

Η αντιστροφή, κρύβεται πίσω απὀ το καθημερινό γεγονός της απεικόνισης ευθύγραμμων 

αντικειμένων σε κοίλα ή κυρά κάτοπτρα. Επίσης µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε µια δύσκολη 

κατασκευή (περίπτωση) του Απολλωνείου προβλήματος. (Κατασκευή που εφάπτεται σε δύο δοθέντες 

και διέρχεται απὀ δοθέν σηµείο. ) 

Να διερευνήσετε την εικόνα ενός τριγὠνου(Εσωτερικό τριγώνου, σηµείο που κινείται στην περίµετρο 

του τριγώνου, κατασκευή τόπου) 

8. Η έλιξτου Αρχιµήδους. 
Φανταστείτε έναν Κύκλο στον οποίο εφάπτεται µια ευθεία. στο σηµείο επαφής ορίζεται µια ακτίνα 
του κύκλου. Αυτή η ακτίνα, συνδέεται αναπόσπαστα µε το σηµείο επαφής. Αρχίζει η ευθεία να 
κυλίεται επί του κύκλου. Τότε το άκρο της ακτίνας που ήταν πάνω στο κέντρο του κύκλου, 
διαγράφει µια καμπύλη, που λέγεται «έλιξ του Αρχιμήδους» ή σπείρα του Αρχιμήδη . Να 
δημιουργήσετε την κατασκευή. 


1. Τ(Η εφαρµογή της τριγωνικής ανισότητας µε συμμετρία ὡς προς άξονες ως οριακής θέσης) 
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10. 


Εναλλακτική κατασκευή: Έχω έναν κύκλο (Ο,Ρ) και ηµιευθεία Οχ. Σηµείο Μ, αρχίζει να κινείται 
απὀ το Ο πάνω στην ηµιευθεία Οχ, ενώ ταυτοχρόνως η ηµιευθεία περιστρέφεται µε σταθερή 
γωνιακή ταχύτητα . τότε το Μ, ορίζει Αρχιμήδεια έλικα. 

Καμπυλότητα καμπύλης και ενειλιγµένη καμπύλης 

Σε κάθε σηµείο µιας καμπύλης, υπάρχει η διαισθητική έννοια της καμπυλότητας, η οποία 
χρειάζεται κάποιο αυστηρό ορισμό. Η έννοια της καμπυλότητας λοιπόν σε ένα σηµείο Α(Χχο,ἴ(χο)) 
συνάρτησης (για να το περιορίσουµε, αλλά χωρίς να χαλάσουμε την γενίκευση) έχει να κάνει µε το 
να θεωρήσω στο Α, έναν Κύκλο που να εφάπτεται στην καμπύλη και να έχει την ίδια πρώτη 
παράγωγο όπως καιτην ἴδια δεύτερη παράγωγο µε την καμπύλη στο Α. Επειδή ο κύκλος δεν είναι 
συνάρτηση, μπορὠ να θεωρώ στο Α κατάλληλο περιορισμό που να δείχνει το τµήµα του κύκλου 
που χρειάζεται για να έχει νόηµα η επαφή. Με το να βρω το κέντρο του κύκλου Κ, τότε η ΚΑ θα 
είναι η ακτίνα ρ και το 1/ρ, είναι ένα µέτρο της καμπυλότητας (χρησιµοποιείται στην κατασκευή 
στροφών στην οδοποιία) Αν λυθεί ένα σύστημα 3 εξισώσεων ( Κίχο)Ξ{Χο) , Κ’(Χο)ΞΕ(Χο) , Κ’(Χο)ξΕ” (Χο) 
) τότε για κάθε (Χ, {ίΧ)) , καθορίζονται οι άγνωστες συντεταγμένες του κέντρου όπως και η ακτίνα. 
αν το σηµείο είναι το (Χ, {{Χ)) τότε το κέντρο είναιτο Ο(6,η), µε: 


ευ «Ὁἳ 
σος 
Η.ω’ 


ηΞξ {) κ 


Ο γ.τ. των κέντρων των κύκλων λέγεται ενειλιγµένη της καμπύλης (εδὠ συνάρτησης) 

Τρεις κωνικές τοµές σε ένα σχήµα 

Οι τρεις κωνικές τοµές, μπορούν να οριστούν και οι τρεις ως ο γ.τ. των σημείων : α) Για µεν την 
υπερβολή ως ο γ.τ. των σηµείων που απέχουν από ευθεία και σηµείο σταθερό λόγο ε-1 β) για 
την ἐλλειψη ὡς ο γ.τ. των σηµείων που απέχουν από σηµείο και ευθεία σταθερό λόγο εΞ1, Υ) για 
την παραβολή ὡς ο γ.τ.των σημείων που απέχουν από ευθεία και σηµείο σταθερό λόγο εΣ1. 

Να κατασκευαστεί ένα σχήμα, όπου να μπορούμε να κάνουµε δυναμικό χειρισμό των γ. τόπων, 


χωρίς την επιλογή σχεδίασης ίχνους. 
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11. 


Να κατασκευαστεί ένα σχήμα που να γίνονται επιλογές λόγου σε ένα ευθύγραμμο τµήµα και να 
σχεδιάζεται ο γ.τ. Κάθε φορά (Υπάρχει ένα κώλυμα, θα το συζητήσουµε, αφού πρὠτα το 
διαπιστώσουμε 

Η πολικότητα 

Πολικότητα είναι µια απεικόνιση σηµείου σε ευθεία. µπορεί να οριστεί για όλες τις κωνικές τομές. 
Εδώ θα την ορίσουµε ὡς προς Κύκλο. Αν έχω ένα σηµείο Ρ εκτός κύκλου και φέρω από το Ρ προς 
τον κύκλοτις δύο εφαπτόµενες, µε Α και Βτα σηµεία επαφής, τότε η ευθεία ΑΒ είναι η πολική του 
Ρ ως προς τον κύκλο. Αν το Ρ είναι σηµείο του κύκλου, τότε η πολική του, είναι η εφαπτόµενη του 
κύκλου στο Ρ. Αν το Ρ είναι σηµείο 

εντός του κύκλου, τότε η πολική 

ορίζεται ορίζεται κατασκευαστικά 

όπως Φαίνεται στο σχήμα. 

Τα σηµεία µιας ευθείας (ε) , 

απεικονίζονται σε δέσµη ευθειών 

µε κοινό σηµείο το Β. Το 8, 

απεικονίζεται στην (ε) 

Συγχωνεύστετο Ρ σε κύκλο και βρείτε το γ.τ. των ευθειών καθώς το Ρ κινείται στον κύκλο. (είναι 


απὀτις πιο εντυπωσιακές εικόνες) 
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12Η καμπύλη του Ιππία του Ηλείου (425 π.Χ.) 


Η καμπύλη αυτή, έχει χρησιµοποιηθεί στην ο ο οὐ οἱ οί μθὶ. 
κοπο” 
αρχαιότητα για τριχοτόµηση τυχαίας γωνίας πα. ασ α 
ο ο οι ο ων να. οἧ- | 
και για τετραγωνισµό του κύκλου. {κ  ᾖ7υΧή 3 
Ἱρο 
Κατασκευάζεται ως εξής: (Βλέπε σχήμα) Μια ο αμ 


ο 
- . ρα ο --- 
ακτίνα , έχει γωνιακή ταχύτητα για να καλύψει ῃ{ [η {{ Ίλ-- ών τι 
ο  ώσ τ 
το τεταρτοκύκλιο, τόση έτσι ώστε το σηµείο ο ο ᾖἷ- -.- ο --- 
στ ---Ἱ 
| Γρ εγ τν ---------ἷ 
(κέτἜε- -ο 


που θα κατέβει την µία κατακόρυφη αριστερή 





πλευρά του τετραγώνου, να τερματίσουν 


μαζί. Το µεν σηµείο τερματίζει στην κάτω αριστερή κορυφή του τετραγώνου και η ακτίνα στην 


κάτω πλευρά του τετραγώνου. Η καμπύλη, έχει σχεδιαστεί προσεγγιστικά στατικά µε διαίρεση της 


πλευράς του τετραγώνου σε 16 ίσα τµήµατα και του τεταρτοκυκλίου , ομοίως σε 16 ίσα τόξα. Η 


καμπύλη αυτή, οὖσα γνωστή, τριχοτοµεί οποιαδήποτε γωνία. την είχε χρησιμοποιήσει και ο 


Δεινόστρατος για τετραγωνισµό του κύκλου. Εσείς να την Φτιάξετε µε δυναμικό τρόπο και να 


ρυθμίσετε τις ταχύτητες να έχουν ανάλογη σχέση και να εξηγήσετε πώὠς γίνεται η τριχοτόµηση 


τυχούσας γωνίας. 
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1. 


μι ο 


Δραστηριότητες εκμάθησης του οΚαϊεηραα 

Όλοι οιτρόποι κατασκευής κύκλου απὀ κέντρο και ακτίνα 

1.1.Τυχαίος, µε γνωστό κέντρο, απὀ κέντρο και σηµείο, µε γνωστό ευθύγραμμο τµήµα ὡς ακτίνα, µε γνωστό 
μήκος γνωστού ευθυγράµµου τµήµατος, µε οποιοδήποτε µήκος ως ακτίνα. 

1.2. Κατασκευή εσωτερικού κύκλου , μέτρηση ακτίνας, περιµέτρου, εμβαδού και δηµιουργία εξίσωσης κύκλου. 

1.3. Μέτρηση µήκους τόξου, γωνίαςτόξου πάνω σε κύκλο. Κατασκευή εσωτερικού τμήματος τόξου καιτοµέα 
τόξου. Δυναμικός χειρισμός. 

1.4. Μέτρηση µήκους ευθ. Τµήµατος, κλίσης. Μέτρηση λόγου δύο τμημάτων. 

1.5. Κατασκευή γωνίας, μέτρηση γωνίας, κατασκευή διχοτόµου γωνίας. 

Κατασκευή ισοπλεύρου τριγώνου και αποθήκευσή του ως έτοιµου εργαλείου. Επανάκτησήτου. 


Να κατασκευάσετε δύο ευθύγραμμα τµήµατα χ και Ψ, υποκείµενα σε δυναμικό χειρισμό, έτσι ώστε χ{ΨΞΑΒ, 
όπου ΑΒ δεδομένο σταθερό τµήµα. 

Οµοίως, χ-ψ -σταθ. Χψξσταθ. χ/ψΞσταθ. 

Δίδονται δύο σηµεία Ο1καιο2. 

Α) Να βρεθεί ο Γ.Τ.των σημείων Μ για τα οποία ισχύει ΜΟιΕΜΟ-2ξσταθ. (έλλειψη) 

Β)»2» »» »» 2» ΣΣ 2» »ὸΣ 25 »»Σ ΣΣ »δΣΣΣΜΟΙ-ΜΟ:2ΞσταθΣ0Ο. (Υπερβολή) 

2» 25» ὸ» ὸΣ 2» ΣΣ 2» 2» 2» 2» Σ2ΣΣΣΝΟΙ/ΜΟΣΞσταθΘ. (Απολλώνιος κύκλος) 

Δ) 5» 2» 2» 2» 2» 2» 2» 2» 2» 25 Σ2ΣΣΣΜΟΙΣΜΟΖΞσταθ. (καμπύλες Κασίνι) 
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